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Numeros poligonales como disparadores de un proceso de
validacion

Nora Ferreira, Estela Rechimont y Carlos Parodi

Resumen

En este trabajo analizamos la respuesta de estudiantes de Profesorado en Matematica
(Universidad Nacional de La Pampa, Argentina) a un problema cuya resolucion, implica la
busqueda de relaciones, la produccion de conjeturas y la validacion de algunos supuestos
surgidos del grafico.

Observamos que el trabajo con nimeros poligonales permite un acercamiento a la historia
de los ndmeros naturales y ademas facilita la manipulacién y produccion de férmulas a
través de la visualizacion de las mismas en el campo geométrico.

Introduccion

En el transcurso de distintos periodos de nuestra actividad como docentes del
Profesorado en Matematica y Profesorado de EGB (Educacién General Basica) 1°y
2% Ciclos, carreras de grado correspondientes a la Universidad Nacional de La
Pampa, Argentina, observamos en los alumnos de los primeros afos, dificultades en
el aprendizaje de algunos temas de matematica y en particular en los procesos de
argumentacion, justificacion o validacion de conceptos y procedimientos presentes
en la solucién de alguna situacién-problema.

A partir de esta probleméatica y considerando numerosas investigaciones que
aportan elementos a la ensefianza y aprendizaje de la matematica en general y la
demostracion en particular, iniciamos un trabajo de busqueda y discusién de
situaciones que contribuyan a superar las dificultades de los alumnos en la
comprension y elaboracion de validaciones.

Numeros Poligonales

Una de las clasificaciones menos conocida de los numeros naturales, heredada
de los Pitagéricos, es la asociada a diversas configuraciones geométricas. Cada
namero natural estd representado por una colecciéon de objetos que pueden ser
dispuestos en un poligono determinado. Comenzando, en general, todas las
sucesiones con un unico elemento.

Por ejemplo, los nimeros triangulares 3, 6, 10 se ubican en las siguientes
configuraciones (Figura 1):
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Figura 1

Los numeros cuadrados se disponen (Figura 2):
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En general, el primer nimero poligonal es 1. El segundo namero poligonal es n,
considerando que el poligono en cuestion tiene n vértices, y cada lado tendra 2
elementos. El tercer poligonal se obtiene agregando al conjunto los elementos
necesarios para que cada lado del poligono tenga 3 elementos, y asi
sucesivamente.

Los primeros numeros pentagonales son 1, 5, 12, 22, 35,...(Figura 3)
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Figura 3

De forma analoga se definen los numeros hexagonales, cuyos primeros
representantes son: 1, 6, 15, 28, 45,...

A partir de la consideracion de casos particulares se puede obtener no soélo una
descripcion general de un determinado numero poligonal sino también interesantes
propiedades del mismo.

Asi, es sencillo afirmar que el n-ésimo namero triangular se obtiene como la
suma de los primeros n niameros naturales. Y utilizando expresiones algebraicas

podriamos indicarlo: T, = n(n+1)
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De forma analoga, podemos pensar el n-ésimo namero cuadrado como ",y a

cada uno de ellos como la suma de los sucesivos numeros impares, tal como surge
de la configuracion geométrica de los mismos.

Oooe
oooe
©00®@e
@0 o0 o0
Figura 5

La expresion algebraica de dicha propiedad sera:

n
Ch=n?=1+3+5+..+(2n-1)=3Y72i-1
i=1

Es sencillo deducir otras propiedades de los numeros poligonales analizando
las disposiciones de los mismos. Por ejemplo: “la suma de dos numeros triangulares
es igual a un namero rectangular con una unidad de diferencia entre sus lados”.

Experiencia aulica

La resolucion de un problema puede involucrar diversos contenidos y
procedimientos muy variados. En este caso se planteé a los estudiantes un
problema cuya resolucion, en un analisis a priori, implica la busqueda de relaciones,
la produccion de conjeturas como asi también la validacion de algunos supuestos
surgidos del grafico.

Sin embargo, el solo hecho de proponer un problema y disponer a los
estudiantes a hallar una solucién aceptable no es suficiente para garantizar que
pongan en marcha un proceso de prueba. Las experiencias desarrolladas por
Nicolas Balacheff (Balacheff, 2000) muestran que, aun en grupos habituados a
resolver problemas, son pocos los estudiantes que ven la necesidad y se
comprometen en la produccion de una prueba de sus resultados.

Con la intencibn de analizar los procesos de validacion utilizados por
estudiantes de Profesorado en Matematica, presentamos, a un grupo de alumnos de
segundo afio de esta carrera, los numeros poligonales con una serie de preguntas e
indicaciones.
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Actividades:

a) Analiza los primeros nameros triangulares y escribe una férmula general para
obtener cualquiera de ellos (se mostro la disposicion de dos triangulos
simétricos formando un rectangulo).

b) Analiza operaciones entre pares de numeros triangulares consecutivos y

plantea relaciones (Se prevé que obtengan: T, +T,,;=(n+1F y T, -T,, =n).

¢,Puedes demostrarlas?

c) Visualiza y escribe los primeros 10 términos de las secuencias de numeros
triangulares y de niumeros cuadrados.

d) Compara ambas secuencias y sus configuraciones geométricas. Analiza la
relacion que hay entre los nameros triangulares y los cuadrados. Escribe tu
conjetura. ¢, Puedes demostrarla?

e) ¢Puedes visualizar y validar la siguiente asercion? “La suma de ocho
nameros triangulares iguales, mas una unidad, da un ndmero cuadrado”
(Sessa, 2005)

f) Construye los primeros nimeros pentagonales. Intenta encontrar una formula
para obtener el n-ésimo niumero pentagonal.

g) Busca una relacion que permita calcular cualquier nimero pentagonal a partir
de un numero triangular.

h) Indaga en una relacion entre numeros Pentagonales, Cuadrados Yy
Triangulares. (Se prevé que hallen la relacion P, =C, + T, ).

i) Intenta encontrar una formula para obtener cualquier nimero hexagonal.

En el transcurso de la actividad los estudiantes se mostraron sorprendidos y
entusiasmados con las disposiciones geométricas analizadas. En algunos casos
tenian algun conocimiento sélo de los nimeros triangulares pero, en general, nunca
habian escuchado hablar de esta clasificacion de los nimeros naturales a partir de
configuraciones geométricas.

Propusieron el trabajo con material concreto (botones, gemas, etc.) para
facilitar el desarrollo de los numeros pentagonales cuya representacion grafica
resulté un poco mas elaborada que en los casos anteriores.

Timidamente en principio, luego con algo mas de decision comenzaron a
plantear relaciones e igualdades. Las primeras validaciones algebraicas se
produjeron como respuesta a los requerimientos de la actividad (apartados b), d) y
e)), pero en los sucesivos problemas y en la discusién propiciada en la clase, esa
demanda externa de una validacion, se convirtié en una necesidad planteada por los
propios resolutores.

Algunas de las conjeturas que se formularon y validaron en los trabajos
presentados por los estudiantes son:

e La suma de dos numeros triangulares consecutivos puede calcularse como el
cuadrado de la diferencia entre ambos: T,,;+ T, = (Tn+1 - Tn)2 .
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e La suma de dos numeros triangulares consecutivos es igual a un namero
cuadrado: T,, 1+T,=Cp, 1.

e C,+Cp,1=1+3+5+..+(2n-1)+(2n+1)+(2n-1)+...+5+3 +1, obtenida a partir
de analizar la siguiente configuracion geométrica (Figura 6).
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Figura 6

e P, =P, ;+4+3n-2) vn>2

e P,=P +4(n-1)+3T,,

e P,=T,+n(n-1)

e P-C=T4

 Hy=Py+Th,

e El n-ésimo numero poligonal de k lados se obtiene mediante la férmula

anqu%)w.

Nos detendremos en la ultima propiedad mencionada, para estudiar en detalle
el analisis realizado por los estudiantes para llegar a esta conjetura, el trabajo de
validacion, las dificultades encontradas y las utilidades reveladas en la presentacion
de esta tarea.

Conjeturay validacion

Al trabajar en la férmula para hallar los sucesivos numeros poligonales de
orden n, para cada configuracion geométrica en particular, los estudiantes fueron
buscando generalizaciones, se plantearon relaciones de recurrencia entre nimeros
de distinto orden y también se encontraron férmulas directas sin hacer referencia a
términos anteriores de la sucesion.

Asi, obtuvieron:

Nros. Triangulares: T, = M

Nros. Cuadrados: C,, = n(n; ) +(4-3) n(n2— 1) _ ”(”2+ 1) + ”(”2— 1)
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Nros. Pentagonales: P, = n(n+1)

n(n+1) n(n-1)

+(6-3) 5

Nros. Hexagonales: H,, =

Para un poligono de k lados, el n-ésimo namero poligonal sera:

Nros. K-gonales: K, = M +(k - 3)_”(”2_ )

Los estudiantes manifestaron gran disposicion en la busqueda de regularidades
y trabajaron con interés en la validacion, sin embargo, no lograron concluir la
demostracion por si mismos.

La propuesta de una demostracion por induccion surgio en la clase a raiz de
haber utilizado este tipo de pruebas con anterioridad elogiando en muchos casos la
sencillez de una resolucion de esta naturaleza.

Los estudiantes pudieron, sin dificultades, hallar una formula para el n-ésimo
namero poligonal cuando el nimero de lados del poligono era constante, sin
embargo, surgié como un obstaculo, al momento de demostrar, el trabajo con las
dos variables, por un lado el nimero n de orden de cada poligonal y por otro el
namero k de lados del poligono. En este momento fue necesaria la intervenciéon del
docente a cargo de la actividad para organizar la discusion y tratar de precisar la
idea de dependencia, de cada numero poligonal, de ambas variables, es decir,
basandose en los sucesivos ejemplos genéricos presentados, justificar la nueva
generalizacion. Por otro lado, fue necesario definir claramente sobre cual de las
variables se aplicaba la induccion en el proceso de demostracion.

En un trabajo conjunto, los estudiantes desarrollaron la construccion general de
un poligono de k lados, a partir de la definiciébn considerada y del nimero de lados,
agregando elementos al conjunto a medida que aumenta el orden.

Demostracién por induccién sobre el nimero de orden:

e Si el poligono tiene 2 elementos en cada lado, el nimero de elementos es ky
es sencillo verificar que la formula es valida para N =2
e Supongamos que la formula es valida para un cierto n y tratemos de probar

su validez para un (n+1)
e Dado el numero poligonal de orden n, construimos el siguiente agregando las
unidades necesarias como para que cada lado cuente con (n+1) elementos.

Al primer lado sélo le afiadimos 1 elemento, ése sera un nuevo vértice, al lado
siguiente solo debemos agregar n elementos, y al siguiente también puesto que los
vértices se comparten, asi hasta llegar al dltimo vértice que completara los (n+1)

elementos del ultimo lado (Ver desarrollo sobre el pentdgono en Figura 7).
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Ultimo vértice —>

Figura 7

¢,Cémo contar el nimero de elementos del poligonal de orden (n+1)?
Al poligonal de orden n le sumamos 1+n(k —2), esto es:

Kns1) =Kn +1+n(k -2),
utilizando la hip6tesis inductiva K, = @ +(k - 3)@ , tenemos:

K ns1) =@+(k—3)n(n7_l)+1+n(k—2)=k@—( 2—1)

que es igual a la obtenida al desarrollar la expresion W +(k - 3)@,

con lo cual se concluye la validez de la férmula para (n+1) y con eso la
demostracion para todo n.

Demostracion por induccion sobre el nimero de lados:

. . . , nin+1
e Si el poligono tiene 3 lados, el niumero de elementos es (h+1)

y es sencillo

verificar que la férmula es valida.
e Supongamos que la férmula es valida para un cierto k y tratemos de probar su
validez para un (k +1)

e Dado el nimero poligonal (k lados) de orden n, construimos el poligonal del
mismo orden con (k +1) lados agregando las unidades necesarias como para

gue en cada poligono anterior se cuente el correspondiente nimero de lados.

Al poligonal de orden dos se le debe agregar 1 elemento (puesto que se esta
agregando un lado), al de orden tres se le agregan 2, al de orden cuatro se le
agregan 3 y asi sucesivamente, con lo cual al de orden n se le agregaran (n-1)

elementos. (Ver desarrollo sobre el pentagono en Figura 8).
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Figura 8

¢,Cémo contar el namero de elementos del (k +1)-poligonal de orden n?

Al k-poligonal de orden n le sumamos 1+2 +...+(n-1), esto es:

(K+12), =K, +1+2+...+(n-1),

utilizando la hipétesis inductiva K, = @+ (k —3)@ y la suma de los
primeros (n-1) naturales tenemos:

n(n +1) n(n-1)

2

(K+1)n= +(k—2)

con lo cual se concluye la validez de la formula para (k+1) y con eso la
demostracion para todo k.

Comentarios Finales

En el comienzo de la actividad, parecia remota la posibilidad de generar una
férmula semejante a la demostrada, no sdélo por la renuencia manifestada por los
alumnos a producir sus propias conjeturas sino también por los escasos intentos de
validacion puestos en juego en la clase.

La produccién de formulas para cada uno de los poligonos considerados
requirié una generalizacion a partir de los ejemplos presentados. Al desarrollar una
férmula para cualquier niumero de lados del poligono, los estudiantes tomaron como
ejemplo particular esas sucesivas generalizaciones obtenidas anteriormente. A raiz
de esta observacion, nos parece interesante considerar que la actividad también
funciond sobre las actitudes de los alumnos puesto que mostraron seguridad en la
defensa de las formulas producidas e interés en hallar una justificacion de las
mismas.

A esta altura de su carrera los estudiantes han cursado asignaturas basicas del

plan de estudios, en las cuales se utilizan diferentes mecanismos de validacion. No
obstante, a través de un analisis de las propuestas de trabajo en el estudio de las
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demostraciones por induccién, notamos que los ejercicios consisten en formulas ya
planteadas sobre las que se debe actuar algebraicamente, obviando la etapa de
busqueda de caracteristicas comunes, construccion de la expresion y formulacién de
una conjetura.

La propuesta de trabajo a partir de los niumeros poligonales no sélo permite un
acercamiento a los estudios de la escuela pitagorica sino que facilita la manipulacion
y produccién de formulas a través de la visualizacion de las mismas en el campo
geomeétrico

Consideramos que las actividades planteadas pueden ser utilizadas para
completar el estudio de las demostraciones por induccion, incentivar el trabajo
algebraico y promover la busqueda de generalizaciones y actividades de validacion
en matemética.
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